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VAZENI PRATELE MATEMATICI,

v této sbirce najdete soubor prikladd z Matematiky pro Fakultu lesnickou a dievaiskou Ceské zemédélské uni-
verzity v Praze. Vybér prikladd je zvolen tak, aby pokryval vétsinu zakladnich typd potiebnych ke zkousce. Ukolem
této sbirky viak neni jen naucit prislusna témata ke zkousce, ale také vysvétlit, k ¢emu je matematika dobra v prak-
tickém Zzivoté nejen absolventa Fakulty lesnické a dievarské. Proto na konci této sbirky najdete také praktické
ukazky pouziti nékterych probiranych piikladd ze Zivota. Pokud budete mit matematiku po precteni této sbirky
alespori o 1% radgji a udélate jednoduseji zkousku, splnila svdj Ucel ©

Cervenou barvou je oznacen vidy jeden vzorovy feseny piiklad k danému tématu.

Modrou barvou jsou oznaceny pfiklady, které jsou vhodné pro feseni ve skole.

Cernou barvou jsou znageny piiklady, které jsou vhodné k samostatnému vyfeseni doma.

Vsechny vysledky k pfikladdm jsou k nalezeni za kazdou kapitolou.

PFeji prijemnné uceni. RNDr. Marian Rybéf
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1. TEMA
DEFINICNI OBORY

K ¢emu muzeme defini¢ni obory v Zivoté pouzit?

Mnoho praktickych prikladd v Zivoté vychazi z funkci (napfiklad funkce pro odhad vysky stromu y na zakladé
obvodu jeho kmene ve vysce 1 m nad zemi x). U kazdé funkce pak musime nejdfive urcit, jaka x do ni mizeme
dosadit. Mnozina téchto x, pro ktera dava funkce smysl, je pravé definiéni obor.

A co je to vlastné funkce? Jedna z pomucek fika, Ze ,Funkce je krabicka, do které dosadime x a vyjde ndm
néjaké y, které potfebujeme védét“.

Prakticky pfiklad pouziti mOzeme vidét v priloze, kde najdeme Pribéh 1 ze Zivota manaZerd pana Bé&zného
a Chytrého: Vytvoreni funkce pro odhad vysky stromu y na zakladé obvodu jeho kmene ve vy3ce 1 m nad zemi
x a vypocet jejiho defini¢niho oboru.

I:IH|-|ru-|1-l1|r||anh“
'3 v &8 9 B # 4 8

Pro definiéni obor musi platit 4 podminky:

1. Jmenovatel musi byt #0

2. Argument odmocniny (to ,vevniti) musi byt >0

3. Argument logaritmu (to ,vevnitF“) musi byt >0

4. Argument arcsinus a arccosinus musi byt mezi-1a 1 (-1<x<1)
5. Argument tangens nerovna se /2 + k.t

6. Argument cotangens nerovna se k.t



Pfiklad 1: Urcete defini¢ni obor funkce

/xz +5x—6
flx) = 2 _9 + In(25 — x2) + log(log (x + 10))

Kucharka:

Krok 1: Vypisu podminky vedle sebe a vyfesim

x2—=9%0 A 25—x2>0 A log(x+10)>0 A x+10>0
(x—=3)x+3)#0 G-—x)(5+x)>0 log(x+10)>log1l x >-10
x + £3 x € (=5,5) x+10>1
x>-9
—5+V25+24 _ —5+7 1 Shssas e iy
Y12 = 2 -2 ={—6

x € (—00,—6) U (—3,1) U (3,0)
Krok 2: Zakreslim si vysledky na ¢iselnou osu a udélam prinik (tam kde se Eary prekryvaji)

o S .

o 1 J——
= —

= T ! ! | .
“iD o B F B <5 =4 3 <2 =1 @ 1 2 2 4 5 B 7

Reseni1: D;=(-3, 1) U (3,5)

Pfiklad 2: Urcete defini¢ni obor funkce:

1 N 9x% —1
1—-log(8—x) x? —10x + 21

f&) =

Pfiklad 3: Urcete defini¢ni obor funkce:
—x
+6

Ptiklad 4: Urcete defini¢ni obor funkce:

fx) =+/x%?—-3x+ 3arcsinx

x2 -9
— 2 _ _
fx) =In(x*—-4)+ P B—T

Ptiklad 5: Urcete defini¢ni obor funkce:

flx) = /,62:2%9_4 + log (log(2x + 15))

Pfiklad 6: Urcete defini¢ni obor funkce:

x?24+5x—6 5
f(x)=lnﬂ+ x4 —4

Pfiklad 7: Urcete defini¢ni obor funkce:

X3—8 V25—x2
f(x)=1nx2+5x—6+e o



Pfiklad 8: Urcete defini¢ni obor funkce:

x2+2x—3

fx) =+/In(x? —4) + T

Pfiklad 9: Urcete defini¢ni obor funkce:
x—1
5

1
flx) = T3t arcsin +In(x? —1)

Reseni:
) D= (-3,1) U (3,5)
2) D= (-0, -2) U (-2, —§> U <§ 3)u (7.8)
3) D= (-3, 0) U (3, )
4) Df= (-0, -4) U (=3, -2) U (2, 3) U (5, »)
5) Df= (-7, -4) U (-3, 1) U (3, o)
6) Df= (=6, -2) U (3, »)
7) Df=(-5,1) U (2, 5)
8) Df = (-3, -V/5) U (5, )
9) Df=(-2,-1) U (1,2) U (2, 3)



2. TEMA
INVERZNI FUNKCE

K ¢emu muUzeme inverzni funkce v Zivoté pouzit?

V predchozi kapitole jsme si ukézali jeden z mnoha praktickych pFikladd, ktery vychazi z funkci (funkce pro
odhad vysky stromu y na zékladé obvodu jeho kmene ve vy3ce 1 m nad zemi x). Mezi dalsi pFiklady praktického
pouziti funkci v bézném Zzivoté patti mimo jiné napiiklad odhad produkce y na mnozstvi pouzitého hnojiva x
nebo tfeba odhad trzeb y na investicich do reklamy x.

Funkce v bézném tvaru odhaduje néjaké y v zavislosti na x. V nékterych pfikladech je ale G¢elné kromé této
zavislosti mit moznost odhadovat i x v zavislosti na y. A tento problém pravé fesi kapitola Inverzni funkce.
Napfiklad: Kolik madm pouzit hnojiva x, abych dosahnul pozadované produkce v.




Ptiklad 1: Urcete inverzni funkci £ k funkci f. Ur¢ete Df, Df!, Hf, Hf!

Kucharka:

Krok 1: Vyjadfim z pivodni funkce obracené x v zavislosti nay
I
fry= > + arcsin(3 — x)
f:y —g = arcsin(3 — x) /sin
frsin (y — g) = sin(arcsin(3 — x))
. T
f:sm(y—;) =3—-x
. T

fix=3- sm(y—;)
Krok 2: Prohodimxa y

Ly — 2 _r
f:y =3 sm(x 2)

Krok 3: Vypoétu Df = Hf!

-1<3-x<1

—4<-—-x<-2 /(-1)
2 <x<4

Df=(2,4)=Hf"

Krok 4: Vypoétu Hf = Df"

a) Pokud je funkce svym Df definovana na uzavieném intervalu jako v tomto pfipadé, dosadim vysledky Df do
zadani a vypoctu Hf

T T T
V= §+ arcsin(3 —2) = §+ arcsin(1) = > +

NS

=T

T T T
VY, = §+ arcsin(3 —4) = E+ arcsin(—1) = 373 0

NS

Hf= (0,m) =D f"

b) Pokud funkce svym Df neni definovana na uzavieném intervalu jako v nékterych prikladech dale, vypoctu si
z vysledné inverzni funkce Df! a polozim jej Df! = Hf

Pfiklad 2: Urcete inverzni funkci f1 k funkci f. Uréete Df, Df -, Hf, Hf !
y=7-3 %>

Ptiklad 3: Urcete inverzni funkci f1 k funkci f. Uréete Df, Df -, Hf, Hf !
y=x?>+4x+7;x € (—,2)

Ptiklad 4: Urcete inverzni funkci £ k funkci f. Ur¢ete Df, Df -1, Hf, Hf !

V6 —x
3

y=5-

Reseni:

1) Df= (2, 4) = Hf%; Df = (0, 1) = Hf

2) Df = (-0; 00) = Hf'; Df 1= (-00; 7) = Hf
3) Df= (-00,-2) = HF%; DF1 = (3,00) = Hf
4) Df = (-00, 6) = Hf%; Df-1 = (-0, 5) =H



3. TEMA
DERIVACE

K ¢emu muUzeme derivace v Zivoté pouzit?

Derivace umi kromé mnoha jinych dualezitych aplikaci zejména vypocitat, kde ma néjaka funkce své maxi-
mum nebo minimum (funkci musime zderivovat a polozit = 0). Pokud tedy potfebujeme v praxi vypocitat, pfi

jaké vstupni hodnoté ,x“ bude nejvétsi nebo nejmensi hodnota vystupni proménné ,y“, musime umét funkci
nejdfive zderivovat.

Prakticky ptiklad pouziti mGzeme vidét v pfiloze, kde najdeme PFibéh 2: Zakézka na vélcové nadrze aneb jak
vydélat pomoci derivace 15 mil K& na Mercedes a luxusni dovolenou. Dalsim praktickym prikladem muze byt
Pribéh 3 v priloze: Optimalizace trasy nékladnich automobild aneb jak usetfit pohonné hmoty.
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Priklad 1: Zderivujte funkci

X 1
f(x)=+v9—x%2+x arcsin§ + arcsin 2
Kuchatka:
() L (C2x)+1-arcsini+ L 1o
x) = ——(—2x -arcsin—+ x - =
2V9 — x2 3 x23
-7
—2x N ) x+ x —-X N ) x+ X X
= ———+arcsin— = arcsin— = arcsin—
2V9 — x2 3 5. [9=x? V9 — x2 3 V9—x2 3

9

NS o x
ReSeni 1: f' (x) =arcsing

Priklad 2: Zderivujte funkci:
f(x) =In(vx?+3+x)—In (x> +3 —x)

Priklad 3: Zderivujte funkci:
f(x) =+/4x —x2 4+ 2arcsinVx — 2

Priklad 4: Zderivujte funkci:
x
f(x)=16 arcsinZ —xy/16 — x2

Reseni:
Nf'x)= arcsing
’ _ 2
’ _  2-x 1
3)f (x) T Vax—x2 J3B=x)(x-2)
2

NG = o=

-1 -



4. TEMA
TECNA A NORMALA V DANEM BODE

K ¢emu muUzeme tecnu a normalu v Zivoté pouzit?

Teéna v daném bodé nam fik4, kterym smérem se bude funkce ubirat, pokud hodnotu x (napf. investice do
reklamy) posuneme pravé v tomto bodé o maly kousek. Smérnice tecny ,k“ nam potom fika, o kolik jednotek
se zvysi hodnota ,y* (napf. trzby), pokud se hodnota ,x“ (napf. investice do reklamy) zvysi o jednotku.

Pokud ma napiiklad te¢na v né&jakém bodé T smérnici k = 2, znamena to, Ze pokud zvysime investice do reklamy
x v tomto bodé o 1 K&, pfinese ndm to navy3eni o 2 K& Kdyby ale byla smérnice v tomto bodé naptiklad k = - 2,
reklama by se urcité v tomto bodé nevyplatila. Navyseni o 1 K& v tomto bodé by pfineslo snizeni trzeb o 2 K¢&.

-12 -



Priklad 1: Napiste rovnici te¢ny a normaély ke grafu funkce f(x) v bodé T[1,?]

4 —x

f(x)=3—-2In T3

Kucharka:

Krok 1: Dopoc¢teme hodnotu funkce v bodé x, = 1 a ziskame y,:

= f(1)=3-21 s o 2 23-2m1=3
o= f(1)= "2 T "3 ni=

Krok 2: Zderivujeme funkci f(x)

=0 o 1 -1x+2)-(4-x)-1 -1 -6 6
f=0-2m— —r= G2 T2 e G-nE+D)
\/x+2 2'\/x+2 x+2

Krok 3: Dosadime x, =1 do derivace a ziskame f "(x,)
Fx) = F(1) = = 2=

o) = “G-D2+D 3
Krok 4: Dosadime do vzorce pro te¢nu t: y-y, = f'(X,).(X-X,)

2
t:y—3 = §.(x—1)
t:3y—9= 2x-—2

t: —2x+3y—-7=0
t:2x—-3y+7=0

Krok 5: Dosadime do vzorce pro normélun:y — yy = — !

f'(x0)

(x = x0)
3

ny—3= —E.(x—l)

n2y—6=-3x+3

n:3x+2y—-9=0

Reseni 1:

t:2x—-3y+7=0

n:3x+2y—9=0

-13 -



Priklad 2: Napiste rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f(x) v bodé T[0,?]

+ 3x
1—2x

f(x) = 2arctg

Piklad 3: Napiste rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce f(x) v bodé T[1,?]

fx)=x- e X2H6x—5 _ o

Piiklad 4: Napiste rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce f(x) v bodé T[1,?]

V3x2+4x + 2

X

f&) =

Ptiklad 5: Napiste rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f(x) v bodé T[0,?]

()_5x+3
f =373

Ptiklad 6: Napiste rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f(x) v bodé T[1,7]

flx)=x- e X H4X=3 _ 9y

Reseni:
Nt:2x-3y+7=0,n:3x+2y-9=0
2)t:5x-2y+m=0,n:4x+10y-51t=0
3ti4x-y-4=0,n:x+4y-1=0
4)t:4x+3y-13=0,n:3x-4y+9=0
5)t:2x-3y+3=0,n:3x+2y-2=0
B)t:x-y-2=0,nm:x+y=0

-4 -



5. TEMA
TECNA ROVNOBEZNA S PRIMKOU

Priklad 1: Napiste rovnici te¢ny grafu funkce f(x), ktera je rovnobézna s primkou p.
fX)=x?>+11x+9, p: —15x+3y—4=0

Kucharka:

Krok 1: Pfevedeme pfimku na smérnicovy tvar y = k.x+q a ur¢ime si smérnici k

p: —15x+3y—4=0

3y=15x+4

4
>y=5x+3
y *T3

Z toho plyne, Ze k=5.

Krok 2: Ziskame derivaci f'(x)

f'(x)=2x+11

Krok 3: Polozime do rovnosti f*(x) = k a z rovnosti dopocitdme x,. Dopocitame dosazenim hodnotu y,,.
2x+11=5

Xog = -3

Yo = f(xo) = f(=3) = —15

Krok 4: Dosadime do vzorce pro tecnu t: y-y, = f'(x,).(X-X,)
t:y+15= 5.(x+3)

t:—=5x+y=0

t:y= 5x

Priklad 2: Napiste rovnici tec¢ny grafu funkce f(x), které je rovnobéznéa s ptimkou p.

f(x)=—x2—-x—6, p:3x—3y=7.

Priklad 3: Napiste rovnici te¢ny grafu funkce f(x), kteréa je rovnobézna s ptimkou p.

f(x)=3x—-5-2x% p:x+y=6.

Priklad 4: Napiste rovnici te¢ny grafu funkce f(x), které je rovnobézna s ptimkou p.

f(x)=4x>+6x+3, p:4x+2y+5=0

Reseni:
Nt-5x+y=0
2tx-y-5=0

Atx+y+3=0
At:2x+y+1=0

-15 -



6. TEMA
MONOTONIE

K ¢emu mUzeme monotonii v Zivoté pouzit?

Monotonie ndm pomaha zjistit, pro ktera x je funkce rostouci, a pro kteréa klesajici. Mimoto také zjist'uje, kde
ma funkce své maximum, a kde minimum. Zakladem pro vypocet monotonie je pouziti derivaci. Funkci mu-
sime nejdfive zderivovat, polozit derivaci = O a urcit nulové body této prvni derivace. Nasledné zjistime, kde je
prvni derivace kladné (tam je sledované funkce rostouci) a kde je zaporna (tam je sledované funkce klesajici).
Jako prakticky priklad pouziti si mizeme predstavit Pfibéh 3 z pfilohy: Optimalizace trasy nakladnich auto-
mobild aneb jak usettit pohonné hmoty. Podle vysledkd monotonie vidime, Ze funkce spotfeby je klesajici na
intervalu (0;1,601) a rostouci na intervalu (1,601;00). V bodé 1,601 je lokalni minimum a spotfeba pohonnych
hmot tedy bude v tomto bodé minimalni.

-16 -



Pfiklad 1: Urcete maximalni intervaly monotonie

f(x) =5+ 3Iny4 —x?

Kucharka:

Krok 1: Urcime si defini¢ni obor:

Va—-x2>0/7 A 4—-x2>0

2-x)2+x)>0 2-x)2+x)=0

x € (—2,2) x €(=2,2)
Df:x € (=2,2)

Krok 2: Zderivujeme funkci, poloZime = 0 a vypocteme nulové body citatele i jmenovatele:

) =3 (—20) = = 0
V&—x22 -4 —x? 4—x?

Nulové body derivace jsou x=0, x=12.

Krok 3: Zakreslime nulové body prvni derivace na ciselnou osu (Pouze ale v Dflll). Dosadime libovolné ¢islo
z kazdého intervalu do prvni derivace a ur¢ime znaménko. V intervalu, kde je derivace + je funkce rostouci, kde

= W
[ + | - |

-2 -1 0 1 2

je - je funkce klesajici.

Krok 3: Napiseme odpovéd
Derivace je kladné na (-2, 0), tedy funkce je rostouci na tomto intervalu. Derivace je zdpornéa na (0, 2), tedy
funkce je klesajici na tomto intervalu.

V bodé 0 mé funkce lokalni maximum.

-17 -



Priklad 2: Urcete maximalni intervaly monotonie
In? x
flx) = ——

X
Priklad 3: Urcete maximalni intervaly monotonie

f(x) =2Vx+5+ V16 — 2x

Priklad 4: Urcete maximalni intervaly monotonie
f(x)=1—-+10x —x%2 —21

Priklad 5: Urcete maximalni intervaly monotonie
flx) = 6\/—x2+10x—16

Pfiklad 6: Urcete maximalni intervaly monotonie

fl) =Vx-e 3

Priklad 7: Urete maximalni intervaly monotonie

flx)=(@x2—-7x+13)-e*

Reseni:
1) Rostouci na (-2, 0), klesajici na (0, 2), lokalni maximum v bodé 0
2) Klesajici na (0,1), rostouci na (1 ,ve), klesajici na (ve,0), lokalni minimum v bodé 1, lokalni maximum v bodé Ve
3) Rostouci na (—5,%), klesajici na (13—1, 8), lokalni maximum v bodé 13—1
4) Klesajici na (3, 5), rostouci na (5,7), lokalni minimum v bodé 5
5) Rostouci na (2, 5), klesajici na (5, 8), lokalni maximum v bodé 5
6) Rostouci na{0, %), klesajici na (%, 0), lokalni maximum v bodéé
7) Rostouci na (-0, 2), klesajici na (2, 3), rostouci na (3, o), lokalni maximum v 2, lokalni minimum v 3



7. TEMA
KONVEXITA

K ¢emu muUzeme konvexitu v Zivoté pouzit?

Konvexita ndm pomaha zjistit, pro které hodnoty x je funkce konvexni (postupné se zrychluje), a pro ktera
konkéavni (postupné se zpomaluje). Funkci musime nejdfive dvakrat zderivovat, polozit druhou derivaci = O
a urcit nulové body této druhé derivace (inflexni body). Nasledné zjistime, kde je druha derivace kladné (tam je
sledované funkce konvexni) a kde je zaporna (tam je sledovana funkce konkévni). Kromé konvexnosti a kon-
kavnosti také zjistime, kde mé funkce svij inflexni bod (bod, kde funkce nejrychleji roste nebo naopak klesa).

Jako prakticky pfiklad pouziti si mGzeme predstavit konkavni funkci pro zévislost spotieby né&jakého levného
zbozi y na platu ¢cloveka x (s pFibyvajicim pfijmem se funkce konkévné zpomaluje, protoze lidi s vy3sim pfi-
jmem jsou jiz levnym zbozim nasyceni). Opakem je potom konvexni funkce pro zavislost spotieby n&jakého
luxusniho zboZi y na platu €lovéka x (s pribyvajicim pfijmem se funkce konvexné zrychluje, protoze teprve lidé
s vy$8im pfijmem si mohou luxusni zbozi dovolit.




Priklad 1: Urcete maximalni intervaly konvexity

f(x) — x2 . e—zx

Kucharka:

Krok 1: Defini¢ni obor je: D,=R
Krok 2: Dvakréat zderivujeme:
fl(x) =2x-e 2 + x2e™2*(=2) = 2e7%* (x — x?)
f'(x) = 272 (=2)(x —x?) + 272 (1 —2x) = 2e72*(2x% —4x + 1)

Nulové body druhé derivace jsou x = 1 £ g

Krok 3: Zakreslime nulové body druhé derivace na ciselnou osu. Dosadime libovolné ¢&islo z kazdého intervalu
do druhé derivace a ur¢ime znaménko. V intervalu, kde je derivace + je funkce konvexni, kde je - je funkce
konkéavni.

Krok 4: Napiseme odpovéd
Druhé derivace je kladna na (—oo, 1 — §> ana(1l+ g ), tedy funkce je konvexni na téchto dvou intervalech
V2

Druha derivace je zaporna na (1 — X 1+ g), tedy funkce je konkavni na tomto intervalu.
V2

Body 1 + 72 jsou inflexni.

Priklad 2: Urcete maximalni intervaly konvexity
f(x) =x—2arctgx

Pfiklad 3: Urcete maximalni intervaly konvexity
1
fx) = e

Pfiklad 4: Urcete maximalni intervaly konvexity

f(x) = x + arctg(2x + 3)

Priklad 5: Urcete maximalni intervaly konvexity

1 7
_ 4_7 3 _
f(x)—lzx e + 15x — 22
Reseni:
V2

2

7

1) Konvexnina(—oo,1 — \/Z—E), konkdvnina(l ——,1+ g), konvexni na (1 + \/2—5, o), inflexni body 1 + 72

2) Konkavni na (-0, 0}, konvexni na (0, o), inflexni bod v 0
3) Konkévni na (—oo, — %), konvexni na (— %, 0) a na (0, o), inflexni bod v —%
4) Konvexni na (—oo, — %), konkavni na (—%, 0), inflexni bod v —%

5) Konvexni na (-o0, 0), konkavni na {0, 7), konvexni na (7, ), inflexni body 0 a 7
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8. TEMA
EXTREMY NA UZAVRENEM INTERVALU

Priklad 1: Urcete vSechny extrémy na uzavieném intervalu x € (-3, 3) a jejich kvalitu
fl)=x3-3x+1

Kucharka:

Krok 1: Zderivujeme, urcime nulové body prvni derivace, zakreslime na ¢iselnou osu, uré¢ime znaménka a na-
jdeme lokalni extrémy jako u monotonie:
f'(x)=3x>-3=0 3x-Dx+1D)=0=>x=+1

Lokalni maximum je tedy v bodé -1 a lokalni minimum v bodé +1

Krok 2: Vypocitdme funkéni hodnoty ve viech lokalnich extrémech a obou krajnich bodech a podle funkénich
hodnot uréime globélni (absolutni) maxima a minima

f(-3)=(-3)%-3-(-3)+1=-17 ostré globalni (absolutni) minimum
f(-1)=(-1)3-3-(-1)+1=3 ostré lokalni maximum
f(1)=13-3-1+1=-1 ostré lokalni minimum
f(3)=33-3:3+1=19 ostré globalni (absolutni) maximum

Priklad 2: UrCete v3echny extrémy a jejich kvalitu
2

flx) = —§ln(x2 —4x+7)+10,x € (0,5)

Priklad 3: Urcete v3echny extrémy a jejich kvalitu

f(x) =7y4x% 4+ 20x + 26 — 6,x € (—3,0)

Pfiklad 4: Urcete viechny extrémy a jejich kvalitu
1 5
flo) = §x3 + Exz + 6x,x € (—4,0)

Pfiklad 5: Ur¢ete viechny extrémy a jejich kvalitu

f(x) = arctg(—x?% + 2x + 13) + arctg6 ,x € (0, 2)

Reseni:
1) Ostré globalni minimum v -3, ostré lokalni maximum v -1, ostré lokalni minimum v 1, ostré globalni maximum v 3
2) Ostré globalni maximum v 2, ostré globalni minimum v 5
3) Ostré globalni minimum v —g , ostré globalni maximum v O
4) Ostré globalni minimum v -4, ostré globalni maximum v 0, ostré lokalni minimum v -2, ostré lokalni maximum v -3

5) Ostré globalni maximum v 1, (neostré) globalni minimumv 0 a 2
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9. TEMA
NEURCITE INTEGRALY

K éemu muzeme integraly v Zivoté pouzit?

Neurcité a urcité integraly se v praxi pouzivaji kromé mnoha dalsich aplikaci k vypoétdm ploch konkrétnich
geometrickych Gtvard (napfiklad pozemkd). Funkci, kterd ohranicuje dany pozemek, musime nejdfive zinteg-
rovat a nasledné do vysledku dosadit dolni a horni mez integralu. Vysledkem je potom hledana plocha daného
pozemku.

Jako prakticky ptiklad pouziti si miZzeme predstavit Pfibéh 4 z prilohy: Vypocet plochy nepravidelného po-
zemku pomoci urcitého integralu. V tomto prikladu si manazer pan Chytry pomoci urcitého integralu bez
problémd spocita plochu pozemkuy, ktery pottebuje koupit. Pfitom v3ak zjisti, ze mu prodejce plochu pozemku
nadhodnotil.

- e ]

[ wnnsn T ——

2] wrvansus FEETLE A PN

/'-
o — 0 PESURTES - K‘ o wHEFE
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Priklad 1: Vypoctéte neurcity integrél

](Sx +6) (ex + .cosx )dx
V4 + sinx (x + 2)

Kucharka:

Krok 1: Roznasobime zavorku a rozdélime na dva integrély I, a I,:

COS X
=|@Bx+6 exdx+f3x+6 dx=f3x+6 erdx + | ———— dx
f( ) ( )v4+sinx(x+2) ( ) V4 + sinx

Iy I,

3cosx

Krok 2: Spocteme oba integraly zvl&st, prvni pomoci per partes, druhy pomoci substituce:

L= f(3x+6)e"dx = | u=e* v=3x+6 =(3x+6)ex—f3exdx

u=e* v=3
= (Bx+6)e*—3e*+c
t=4+sinx 1
3cosx dt = cos x dx 3cosx dt 3 _1 t2
e [ 2 g o C[Lay= [artay=sta
’ 4+ sinx dt — dx Vvt cosx Ve Y Y %

Cos x

=6Vt +c=6V4 +sinx+c

Krok 3: Sectu oba mezivysledky I=1,+1,
I=L+1,= (3x+6)e*—3e*+6V4+sinx+c

Priklad 2: Vypoctéte neurcity integrél

Inx + x?
[nztat,,

x3

Priklad 3: Vypoctéte neurcity integréal

fcosx/Z—xdx
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Priklad 4: Vypoctéte neurcity integral
J sinvéx dx

Pfiklad 5: Vypoctéte neurcity integral
fx(ex+ 4x2 +5)dx
Piklad 6: Vypoctéte neurcity integral
f dx
xV9 — 641n% x

Priklad 7: Vypoctéte neurcity integral

fx(ex+ L)dx
2x3 =7

Priklad 8: Vypoctéte neurcity integral

. 1
fcosx(esmx” + 3 )dx
cos3 x

Priklad 9: Vypoctéte neurcity integral

f arcsin 2x dx
Priklad 10: Vypoctéte neurcity integral
J arctg 3x dx

Priklad 11: Vypoctéte neurcity integral

sz.ex dx

Reseni:
1) 3(x+1)e*+6V4+sinx+c
2) —ln—f—%+lnx+c
2x 4x

3) —2v2 —xsinvV2 —x —2cosV2 —x +¢
4) —;@cos@+§sin@+c

5) (x —1e* +i (4x2+5)3 +¢

6) %arcsinm¥+c

7) (x—1)ex+§m+c

8) eSn**+3 4 tgx + ¢

9) x.arcsin 2x+% Vi—4ax?+c¢

10) x.arctg 3x - %lnll +9x%l + ¢

11) x%2.e*-2.(x.e*- e*)+c
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10. TEMA
URCITE INTEGRALY

6
Priklad 1: Vypoctste J&(7x — 6)*dx
7

Kucharka:

Krok 1: Postupuiji stejné jako u substituce, ale meze urcitého integralu pfepocitam ze ,svéta x* do svéta ,t*.

t=7x—6

dt =7 dx
dt

dx 0 0 510
Ceviae— | 7 _] 4ﬂ_l] agr—1|E
L(7x 6)*dx = | 4 —_Zt 7—7_t dt—75_2

7 2

N[ oy

Krok 2: Dosadim horni i dolni mez do vysledného integralu.

1[5 105 (-2)°] 1 32 32
~715), 7

5 5 | 7 5 35

0
Piklad 2: Vypoctéte J_n(6x + 5m) cos x dx
3

Priklad 3: Vypoctéte flg log, x dx

6w 1
Pfiklad 4: Vypoctéte fsn PO i dx
6

Prikad 5: Vypottéte [Z e cos x dx

Reseni:

DZ 2 6-3V3+2m 3) 24— 4) 43 5 e—1

In2
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11. TEMA
VYPOCTY PLOCH OBRAZCU

Priklad 1: Vypoctéte obsah plochy rovinného Gtvaru ohrani¢eného kiivkami

y=4, y=x-2, y=4-%x

Kucharka:

ma tedy meze 2 a 6.
Krok 3: Pomoci integralu dopocitdme obé plochy S, a S,. Od horni funkce
vzdy v integralu odecitame dolni funkci. Plochy nakonec secteme.

V prvni ¢asti od nuly do dvou i druhé od 2 do 6 je vy3si funkce y = 4:

z 2 3]* 8
S, = f 4—(4—x2)dx=fx2dx= [—] =——0
0 0 3 0 3

6 6 x21°
Sz=f 4—(x—2)dx=f6—xdx= [6x——
2 2 2 2
=36 36 12+4—8
= > 5=
Krok 3: Celkova plocha je souc¢tem obou ploch
S=5+S —8+8—32
- TR

Krok 1: Zakreslime obréazek - nakreslime si v3echny t¥i kfivky do jednoho obrazku: Budeme pocitat plochu
vybarvenou modie. Rozdélime si pocitani do dvou ¢asti - od nuly do dvou a od dvou do ?.

Krok 2: Vypocitame neznamé meze: U prvni plochy meze zndme (0 a 2), u druhé plochy si chybgjici mez
dopocitdme. Kdyz polozime funkce y = 4 a y= x-2 do rovnosti, dostaneme jejich prsecik x = 6. Druha plocha

Priklad 2: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohranic¢eného krivkami

y=x+x-2, 2x—y=2

Priklad 3: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohranic¢eného k¥ivkami

y=0, y=+vV2x +38, y=vV2-—x

Piklad 4: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohrani¢eného kfivkami

y=-1, y=Inx, x=e

Pfiklad 5: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohrani¢eného kfivkami

y:05 y:Vx_ly y:V8_2x

Pfiklad 6: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohrani¢eného kiivkami

x—y=1, y=2x?>-5x—1



Priklad 7: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohrani¢eného kfivkami
x
y=tg=, y =0, X=T
3
Pfiklad 8: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohrani¢eného k¥ivkami
x+y=35, x-y=4
Pfiklad 9: Vypoctéte obsah plochy rovinného Utvaru ohrani¢eného kfivkami
y=e3 y=e%%, x=0
Reseni:

) 2-2)23)84) e+~ 5 2V2Z 6) 9 7) In8 8) =—4In4 9) ~(1+2¢?)
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12. TEMA
DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

K ¢emu muzeme diferencialni rovnice v Zivoté pouzit?

Diferencialni rovnice se v praxi pouZivaji pro popis zmény (tedy derivace) néjaké funkce v daném &ase.
Vyuzivaiji se napiiklad v biologii pro popis rychlosti zmény rdstu populace nebo ve fyzice pro popis zrychleni télesa
v daném ¢ase. Jsou zakladnim nastrojem pro porozuméni a piedpovidani dynamiky systém0 v realném svété.

Napriklad fesenim diferenciélni rovnice 1. tadu P"=r - P - (1 - %), kde

P = velikost populace (napf. zajice polniho) v ¢ase t
I = mira rdstu

K = kapacita prostiedi

K
je po pouziti metody separace proménnych funkce P(t) = P kterd ndm v kazdém Case t odhadne
Po

pocet jedincy zajice polniho v daném prostoru, pokud na pocatku v ¢ase t = 0 méla populace P, zajicO.

METODA SEPARACE PROMENNYCH

Pouziva se, pokud lze odseparovat (oddélit od sebe) y a x




Pfiklad 1: Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice.
3x-11 — 0

y' —e

Kucharka:

3x-11

y'=e

fldy = [e3* 1y

Krok 3: Obé strany zintegruji a ziskam vysledné reseni
3x-11

3

e

y= +C

Krok 1: Oddélim véechno s y nalevo a véechno s x napravo

Krok 2: Dam pied obé strany [. Nalevo polozim y' = dy a napravo pfidam dx

Pfiklad 2: Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice

y' -sin?(2x —5)—y? =0

Pfiklad 3: Naleznéte obecné Fedeni diferenciélni rovnice
y' —sin(—-3x+5)=0

Ptiklad 4: Naleznéte obecné Feseni diferenciélni rovnice

!

y 2
-z @ =0
sin(—7x + 8) Y

Reseni:
e3x-11

Ny = 3 +C
2

2) y= c+cotg(2x—5)
—3x+5
3)}’: _cos(3x )+C
-7
4)y - c+cos(—=7x+8)
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LINEARNI METODA

Pouziva se, pokud ma diferencialni rovnice tvar y' + f(x) - y = g(x)

Pfiklad 1: Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice.
y' —3x%y = 3x2e*’

Kucharka:

Krok 1: Zkontroluji, zda rovnice mé tvar y'+ f(x)-y = g (x) a ur¢im si f(x)
f(x) =-3x2
Krok 2: Vytvorim substituci:
y =k (x) e/ =k (x) ex3
Krok 3: Dosadim substituci viude za y do zadani

(k(x)ex3)’ — 3x2k(x)e*’ = 3x2e*’
k'Ge* | k(x)e*’3x2 — 3x%k(x)e*’ = 3x%e*’

k'(x)e*’ = 3x2e*’
k'(x) = 3x2

Krok 4: Pied obé strany dam integral:

J k' (x)dx = [ 3x%dx
k(x)=x3+c

Krok 5: Dosadim k(x) zpét do substituce y a ziskam obecné Feseni:

Y= (x*+ c) e®- obecné Feseni

Pfiklad 2: Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice

xy' +y=3e3*

Pfiklad 3: Naleznéte obecné feseni diferenciélni rovnice

x+1
cos x

y' —y-tgx =
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Pfiklad 4: Nalezn&te obecné feeni diferencialni rovnice

y' +7v-cotgx = cos?x, x € (I, (1 + 1)m)
Priklad 5: Naleznéte obecné Feeni diferencialni rovnice
) T T
y' —y-tgx = eS"%, xE((Zl—l)E,(Zl+1)E>,lEZ

Pfiklad 6: Naleznéte obecné feseni diferenciélni rovnice

—2y'—2y= -3x+6

Pfiklad 7: Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice

5xy’ +5y =6 x

Pfiklad 8: Nalezné&te obecné feseni diferenciélni rovnice

(x?-1)-y'—2x-y=4x
Reseni:

1) y=(x3+ 0)e*’

2) y= (e +0);

3)y=(%x2+x+c)-

cosXx

_(_1_ .3 )
4)y—( 5 C0S x+c p—
1

CcosXx
3 9

6 =ce *+=x—=
)y 5X 73

5) y = (es"¥ +¢)

7)y=19—03i/§+%c
8)y=—-2+x*-1)-¢
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13. TEMA
SOUSTAVY ROVNIC

K ¢emu mUzeme soustavy rovnic v Zivoté pouzit?

Soustavy rovnic se v praxi pouzivaji pro zjisténi nezndmych proménnych x,y,z,t,.., které spolu néjakym zpuso-
bem prakticky souvisi. Podstatou je piepsani redlnych informaci ze Zivota do soustavy rovnic. Tato soustava se
nasledné prepide do matice a matice se vyfesi Gaussovou elimina¢ni metodou nebo napfiklad aplikaci v telefonu.
Jako prakticky priklad pouziti si mdZzeme predstavit Pfibéh 5 z prilohy: Vypocet jednotkové ceny sazenic
stromkU na zékladé celkovych cen nakupU. V tomto prikladu si manazer pan Chytry pomoci soustavy rovnic
vypocitd na zakladé informaci o nékolika historickych nékupech drivéjsi jednotkové ceny sazenic smrku, boro-
vice a jedle, které jiz nejsou k dispozici.

Smrk Borovice Jedle
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Priklad 1: Nalezné&te viechna feseni soustavy rovnic
x—y+3z+t=10
y—2z= -5
2x+y—z+t=2
3x+2y—2z+2t=2

Kucharka:

Krok 1: Pfepiseme soustavu do matice a upravime Gaussovou metodou na trojuhelnikovy tvar (nuly pod diagonélou)

1 -1 3 1[10 1 -1 3 1]10 1 -1 3 1|10
0 1 -2 0-5| [0 1 -2 of-5)_[0 1 -2 o0]-5
2 1 -1 1|2 0 3 -7 -1|-18 0o 0 -1 -1f-3
3 2 -2 22 0 5 -11 -1|/-28 0 0 -1 -1l-3

1 -1 3 1
~ (0 1 -2 0
0 0 -1 -1
Krok 2: Ur¢ime hodnoty h, hran

10
_5>
-3

h=3, h'=3, n=4
Krok 3: Z Frobeniovy véty méa soustava nekone¢né mnoho feseni s n-h=1 parametrem t = a. Dopoc¢itdm pro-

ménné xy,z a t.

t=a
—1lz—a=-3
—z=-3+a
z=3—a

ly—-23—-a)+0a=-5
y—6+2a=-5
y=1-2a
Ix—11-2a)+3(B3—a)+1la=10
x—1+2a+9—-3a+a=10
x =2

Krok 4: Obecnéfesenimatvarrx =2, y=1—-2a, z=3—-qa, t=a= (2,1 -2a,3—a,a)
Krok 5: Konkrétni feseni ziskame dosazenim libovolné hodnoty napf. 1 za parametr a: napf. a = 1
x=2y=-1z=2t=1= (2,-1,21)
Krok 6: Dosadim konkrétni feseni do zadani a provedu zkousku.
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Priklad 2: Naleznéte vsechna fe3eni soustavy rovnic

2x+y+z+3t=3
2x +2y+4z+5t= 2
4x+3y+5z+8t=5
6x+4y+6z+11t=8

Priklad 3: Naleznéte v3echna feseni soustavy rovnic
x+2y—z+3t=2
x+3y+z+4t=>5
x+2y—z+4t=4
2x +4y —2z+6t =4
Priklad 4: Naleznéte v3echna feeni soustavy rovnic
x—y—3z-5t=-3
2x —6y+5z—-3t= -7
X—6z—6t=-2
—2x+5y—2z+4t=6
Priklad 5: Naleznéte viechna fe$eni soustavy rovnic
x—2y+t=2
2x—3y—z+9t= -1
x—=5z+9t=1
—2x+3y+4z—3t=-8
Pfiklad 6: Naleznéte viechna feseni soustavy rovnic
x+y—-2z—-t=0
x+2y+3z+2t= —4
—2x—4y+2z+4t=0
2x+3y—7z—-7t=4
Pfiklad 7: Naleznéte viechna feseni soustavy rovnic
x+3y—4t=4
2x+7y+4z =4
x+4y+3z+2t=2
2x+7y+5z+2t=2
Reseni:
1) obecné tegeni (2,1 — 2a,3 — a, a)
2) obecné feseni (2 - % +b,—1—2a—3b, b, a)
3) obecné teseni (—6 + 5a,1 — 2a, a, 2)
4) obecné feseni (24a — 20,10a — 8,3a — 3,a)
5) obecné fedeni(—19a — 14,—9a — 8,—2a — 3,a)
6) obecné feseni(—3 —3a,1+ 2a,—a — 1,a)

7) obecné feseni(4a — 8,4,—2 — 2a,a)
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14. TEMA
INVERZNI MATICE

Priklad 1: Spoctéte inverzni matici k matici A a vysledek ovérte zkouskou

=Y

Priklad 2: Spoctéte inverzni matici k matici A a vysledek ovérte zkouskou

-2 1 1
A= ( 3 =3 —2)
3 -1 -1

Priklad 3: Spoctéte inverzni matici k matici A a vysledek ovétte zkouskou

2 1 2
A= (3 1 3)
2 2 3

Reseni:

3 =2
) A= <_1 1 )
2 2

1 0 1
2) Al=|-3 -1 -1
6 1 3

3 -1 -1
9A4:<3 -2 0)
-4 2 1
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15. TEMA
MATICOVE ROVNICE

Pfiklad 1: Spoctéte matici X z maticové rovnice X+ D - C = 3X, kde
(3 -1 (2 1
C_(—z 2)’ D_(3 _2)

Kuchatka:

Krok 1: Z maticové rovnice si vyjadiime neznamou matici X (musim pouzit specialni maticové Upravy)
XD —-C=3X
XD—-3X=C
X(p-3)=cC /- (D-3)7"
X(b-3)(-3)"=c-3)" /- (D-3)7"
X=C(D-3)t

Krok 2: Dosadim do feseni pro X konkrétni matice C, D a ] ze zadani a dopoctu neznamou matici X

1=(0 D=¥=( 3
p-3=( 5)-6 9-G 5

5
o-9 =555 D= 3
2

5
X=C(D-3)"'= (_32 _21) : g
2

Priklad 2: Spoctéte matici X z maticové rovnice AX = B, kde

1 1 -3 -2 3
A=12 1 -7, B=|-9 5
1 1 -2 -2 3
Pfiklad 3: Spoctéte matici X z maticové rovnice AX + B = 2A, kde
_(3 1 _(9 -3
A= (1 1)' B= (1 1 )

Priklad 4: Spoctéte matici X z maticové rovnice XA = B, kde

R I A

1 -7 =2
Reseni: .
T LS E
vx=(3 %) vx=(3 5 )

- 36 -



16. TEMA
APLIKOVANA STREDOSKOLSKA MATEMATIKA

TROJCLENKA

Priklad 1: Majitel lesa sehnal v loriském roce na dvoutydenni brigddu séazeni sazenic stromkd celkem 7 brigadnikd
a za tuto dobu se podafilo vysazet 6720 sazenic stromk0. Kolik sazenic stromkU se podafi vysazet v letodnim roce,
pokud na stejnou dvoutydenni brigddu sehnal 10 brigadnikd? Bude mu stacit koupit 10.000 sazenic?

Priklad 2: Skupina 6 pracovnikd stihla na vcerej$i sméné praci za 8 hodin. Nasledujici den pottebuje majitel lesniho
zavodu stihnout stejnou praci za 3 hodiny. Kolik pracovnikd bude muset na zitfejsi 3 hodiny pfibrat k praci?

PROCENTA

Piiklad 3: Manazer lesniho zavodu pan Habr doposud prodaval odbérateli panu Setfivému 1 m? dieva za 12.000 K¢.
Odbératel pan Setfivy jej od nového roku nuti, aby mu prodaval drevo s 20 % slevou, jinak ze dfevo odebirat nebude.
Za kolik by pan Habr prodaval 1 m? dieva po slevé? Vyplati se mu tento obchodni vztah s panem Setfivym, pokud
ma moznost dodavat dfevo od nového roku jinému odbérateli panu Vétvickovi za cenu 10.000 K& za 1 m’ dieva?

P¥iklad 4: Tepelnou Upravou dreva v podniku Susarna se drevo zkrétilo z 32 metrd na 3,15 metr0. O kolik % se
drevo tepelnou Upravou zkratilo?

Pfiklad 5: Sleva 8 % z pGvodni ceny velké dodavky dieva v podniku pana Habra odpovidala ¢astce 100.000 K.
Jaka byla pdvodni cena celé dodavky dieva?

Pfiklad 6: Majitel lesni obory pan Hajny prodaval v prvnim kvartalu roku 1 m* dfeva za 12.000 K& V druhém
kvartalu prodaval dievo s 20 % slevou, v tietim kvartalu dfevo zdrazil o 30 % a v poslednim &tvrtém kvartalu roku
opét zlevnil o 15 %. Za kolik prodaval 1 m® dieva v poslednim &tvrtém kvartalu roku?

Pfiklad 7: Cena lesniho stroje byla dle ceniku 3.000.000 K¢ bez DPH. Jaké byla cena s DPH (21 %)?
Pfiklad 8: Cena lesniho stroje byla dle ceniku 9.680.000 K¢ v&etneé DPH. Jakéa byla cena bez DPH (21 %)?

ROVNICE

Pfiklad 9: Manazer lesniho zavodu pan Smrcek vi, Ze podle dokladd koupil celkem 200 sazenic smrkd a borovic.
Jedna sazenice smrku vysla podle informaci z e-shopu na 50 K¢, jedna sazenice borovice vysla na 40 K¢. Celkem
zjistil z UCty, Ze zaplatil dohromady 9500 K. Kolik koupil sazenic smrku a kolik sazenic borovic?

FUNKCE

Pfiklad 10: Zavislost objemu pouzitelného dieva daného druhu stromu v m® (y) na obvodu stromu ve vysce 1 m
v metrech (x) je popséna linearni funkci y = 01+ 4,8x. Odhadnéte mnozstvi pouzitelného dfeva u stromu s obvo-
dem ve vysce 1 m o hodnoté 80 cm. Jak se zméni objem pouZitelného dieva, pokud se obvod stromu ve vysce Tm
zvétsio 10 cm?

Priklad 11: Strom vzdaleny 50 metr0 vidime pod Uhlem 30 stupiid. Jaké je vy3ka stromu?

Priklad 12: Pristfesek na dfevo mé podle ndvodu vzniknout optenim 4 m dlouhych prken o svislou sténu pod Uhlem
svirajicim s podlahou 45 stupiid. Do jaké vysky od podlahy budou prkna sahat (v jaké vy3ce od podlahy si méme
udélat rysku)?

- 37 -



POSLOUPNOSTI A FINANCNI MATEMATIKA

Priklad 13: Pan Lesnik zdédil po babi¢ce Jarmile 1.000.000 K&. Tyto penize vlozil do banky na 5 let s 3 % Urokem.
Kolik penéz bude mit na U¢tu za 5 let? Bude mu ¢astka za 5 let stacit na koupeni sousedniho lesa za 1.500.000 Kg?

Piklad 14: Kolik penéz musime vlozit dnes do banky, abychom méli za 4 roky pfi Groku 5 % na U¢tu 3.000.000 Ke?

PLANIMETRIE

Priklad 15: Byvaly student Fakulty lesnictvi a dfevarstvi vlastni se svym bratrem obdélnikovou lesni oboru o stra-
nach 4000 m a 3000 m. S bratrem pottebuiji oboru rozdélit po Uhloprice plotem na dvé stejné poloviny. Cena
plotu je 800 K&/m?. Kolik bude stat plot?

Priklad 16: Byvaly student Fakulty lesnictvi a dievafstvi potfebuje pro ovce na pozemku kruhovou ohradu o pri-
méru 20 m. Kolik zaplati celkem za oploceni této ohrady, pokud 1 metr plotu stoji 1200 K&? Kolik sackd osiva travy
musi alespor koupit, pokud jeden sacek vystaci na 20 m? pozemku?

STEREOMETRIE

Priklad 17: Byvaly student Fakulty lesnictvi a dievafrstvi si pofidil akvarium o rozmérecha=8dm,b=5dmac=4dm.
Kolik vody se do akvéria vejde? Mize v ném zit 5 zlatych okrasnych karasd, pokud kazdy potiebuje 70 | vody? Kolik
skla se spotfebovalo na vyrobu akvéria?

Priklad 18: Pristiesek na seno tvaru ,teepee” mé tvar rotacniho kuzele o poloméru r=2 m a vysce v =5 m. Kolik m?
sena v ném muazeme skladovat? Kolik m? plachty musime alespori koupit na jeho pokryti?

Reseni:

1) 9600 stromkd, bude
2) 10 lidi

3) 9600 Kg, nevyplati
4)16 %

5) 1.250.000 K¢

6) 10608 K¢

7) 3630.000 K¢

8) 8000.000 K¢

9) 150 sazenic smrku a 50 sazenic borovice
10) 3,94 mS, zvétsi se 0 048 m®
11) 28,8675 m

12) 2,8284 m

13) 1.159.274,074 K&, nebude

14) 2.468107 K¢

15) 4.000.000 K¢

16) 75.360 K¢, alespori 16 sackd
17) 160 litrg, nevejde, 1,84 m?
18) 209334 m3, 46,3781 m?
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POUZITI URCITEHO INTEGRALU

b b
P = ff{x}dmmm] >0na(ab) P= f(f(z)—y(z}]dmlf{z]Eg(z}m{mb}]

b b b
V=n-f,r=(z}d;c E=f\/l+{f’{a:)]“dz S=21r-ff($}-1fl_+ (f'(@)? dx

FUNKCE GAMA A BETA

[=_ =]

P(z) = [t=='.e”tdt, D(z¢+1)==z-I(x), Tr+1)=nal, I(})=7,
' M) T)
B(x.y]=£t"l'{1—t]" 'dt, B (z,y)= B (y,7), Bftiy}=w-

GONIOMETRICKE FUNKCE

sin (z + 2kw) = sinx, cos (x £ 2kw) = cosz, tg (x £ kn) = tgz, cotg (x £ km) = cotgz,

sin(—z) = —sinz, cos(—z)=cosz, tg(—z) = —tgz, cotg(—z)= —cotgz,
sinx COS T

t — cot = — t . = in? 1r= .

gax ez’ gz snz’ gr-cotgr=1, sin“r+cosr=1
« [-s[-s]-g[-s[ofs[s][s[s[% [¥[% [~
sne | 1| —F 4|~ [0 4[24 [ £ £] 4 |0
S NREEINCENEIEIEIE
tgz | = |—V3| -1 --“;—E 0 J";—E 1 (V3] #|-v3| =1 —-‘? 0
cotgz| 0 __.é_g -1 | =3 = [v3] 1 3";—5 0 —-‘ag =1 | =v3| =

sin(a+ F) =sina-cosF+cosa-sinfB, cos(a+f)=cosa-cosBFsina-sinf,

tgat tgs cotgar - cotg BF 1
tg(a £ = ¥ cot - = = £l
g(a+5) 1F tga- tgd g(axf) cotg 8 £ cotgax
. . . 2-tga
sin2a = 2 - sina - cosa 2a = cos’a — sin’a, te 20 =
i s cosda = cos®a — sIn“q s _*_l—tga’
cotg?a —1 .o l—cos2a 2 1+4cos2a
tg 200 = —m— =" =
oolgsa 2 cotgax ' sma 2 ’ €08 2
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DIFERENCIALNI POCET
(konst.) =0
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INTEGRALNI POCET
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cos?

dz
f1+$2 = arctgzx + C

= tgx+C
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sin“ x

jﬂdm-*—:ﬂ

fsmxdz=—msz+0/ms::dm=sin:+6

dz .
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f f(9(2))d/(z) da=

g(z)=t
g'(z)dr=dt b—g(b) |

i dt| ff{*""
f(az+b)dz = L F(az+b)+C (pro F'(z) =

f(z))
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a—gla)|_
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GRAFY ZAKLADNICH ELEMENTARNICH FUNKCI
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K CEMU MUZEME MATEMATIKU V ZIVOTE POUZIT?

Pokud chceme mit matematiku radi, potfebujeme védét, k cemu se dé vlastné v zivoté pouzit ©. Ukazeme si
tedy pét ukazkovych piibéhd ze Zivota dvou manazer(: ManaZera pana Bézného a manazera pana Chytrého a po-
divame se, jak by byli Usp&sni ve svém podnikani se znalosti VS matematiky, a naopak bez znalosti VS matematiky.

DEFINICNi OBORY FUNKCI

Pfibéh 1: Vytvoreni funkce pro odhad vysky stromu ,y“ na zékladé obvodu jeho kmene ve vysce 1 m nad zemi

»X“ a vypocet jejiho defini¢niho oboru.

Z péti dvojic méfeni obvodu kmene stromu ve vysce 1 m nad zemi a jeho vysky mame odhadnout optimalni
funkci pro odhad vysky stromu ,y*“ na zakladé obvodu jeho kmene ve vy3ce 1 m nad zemi ,x“ a vypocitat jeji
defini¢ni obor.

&
Jrg
AV 4

Manazer Bézny: Ve skole slysel mnohokrat pojem ,funkce”, ale nikdy se nedozvédél, k cemu se da
pouzit. Vysku stromu tedy jeho zaméstnanci méfi budto riskantné ze Zebfiku, nebo ji odhaduji priblizné.

Manazer Chytry: Ze studia na vysoké $kole vi, Ze odhad funkce zavislosti vysky stromu na obvodu
kmene lze provést jednoduse v Excelu na zakladé predchozich méfeni pomoci ptikazu ,PFidat spojnici
trendu“ v bodovém grafu. Pro odhad vysky stromu mu Excel navrhnul funkci y = 64,168x%5%%°, Pro
zjednodugeni zaméstnancom funkci jesté upravil do podoby y = 64,168.Vx. Pokud tedy napiiklad
bude mit strom ve vysce 1 m obvod 50 cm, jeho vyska bude priblizné y = 64,168.//50 = 4537 cm
a neni nutné strom slozité mérit. Dle kapitoly Defini¢ni obory potreboval jesté zkontrolovat, jaka x je
mozné do navrzené funkce dosazovat. ProtoZe pod odmocninou je mozné pouzit pouze nezaporné
Cisla, deﬁniéni obor této funkce je Df = (0'00) \% jinych oblastech pFirodnich véd se vyskytuji i kompli—

vzdy podmmkou spravného pouziti funkce.
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DERIVACE

Pfibéh 2: Zakazka na vélcové nddrze aneb jak vydélat pomoci derivace 1,5 mil K& na Mercedes _f“’_“‘“:)

a luxusni dovolenou =
Manazer ziskal dlouho ocekévanou zakéazku na vyrobu 10 nédrzi ve tvaru vélce o objemu vt

V = 300 m3 Na tvaru vélce zadavateli nezélezi. Hlavnim vstupem do vyroby je velmi drahy plech i

o cen& 2000 K¢/m?, ze kterého jsou vélcové nadrze vyrabény. Jaké maji mit valcové nadrze roz- | =

méry (polomér r a vyska v), aby povrch a tedy naklady na vyrobu pozadovanych 10 nadrzi byly Ve300 m?

minimalni?

g
\ 4

Manazer Bézny: Ze skoly umél na hodinach nejrychleji ze viech derivovat, ale bohuzel se nikdy
nedozvédél, ze derivace se daji pouzit k minimalizaci ¢ maximalizaci spousty praktickych véci.
Navic Zije v domnéni, Zze vdechny vélce o objemu 300 m?® maji stejny povrch (tedy stejnou spo-
tfebu plechu). Proto nafidi zaméstnancdm, at vyrabgji valce naptiklad s polomérem r = 6 m a vys-
kou v = 2,65 m, protoze takové vélce se mu libi. Pfi téchto rozmérech bude mit kazdy valec povrch
P=2mr?+2mrv=2314.62+2. 314.6. 265 = 32593 m? Néaklady na vyrobeni 1 vélce tedy budou
325,93 m?. 2000 K&/m? = 651 860 Ke. Naklady na vyrobeni 10 valcd tedy budou 651 860 K& .10 =
6 518 600 Ke.

Manazer Chytry: Ve sbirce piikladd z matematiky se na strance 43 dozvédél, Ze se pomoci derivaci
déa b&hem chvile spocitat, jaké méa mit valec rozmeéry, aby byl jeho povrch minimalni <.

Sta¢i si sestavit funkci, kterou chceme minimalizovat (v nasem pfipadé) ¢ maximalizovat. Vzorec
pro povrch vélce najdeme v tabulkach ¢i na internetu a ma tvar P = 2.1t.r? + 2.1.rv. Do vzorce pro objem
vélce V = r’yv dosadime pozadovany objem 300 m?® (300 = mriv) a vyjadfime si proménnou
v(iv= % ). Tu potom dosadime za v do vzorce pro povrch (p = 2.m. o r.£2 ) Tuto funkci potom

T
uZ jen upravime, zderivujeme, polozime = O a vyjadiime z ni polomér r:

2 300
P = 2.n.r +2.1r.r.—2 «
Tr \ i

P =2 2+ 600 - '

- enr r i +
P =4mr—2=0

r 3,628

r=3,628 m

Podle monotonie vidime, Ze funkce je klesajici na intervalu (0;3,628) a rostouci na intervalu (3,628;0). V bodé
3,628 je tedy lokalni minimum a spotfeba materialu bude v tomto bodé minimalni.

Dosadime r = 3,628 m do vzorce pro vysku v = % a vypocteme v = 7,259 m. P¥i téchto optimalnich rozmérech
bude mit kazdy valec povrch P =2. 314 . 36282 + 2. 314. 3628. 7259 = 248,05 m? Naklady na vyrobeni 1 valce
tedy budou 248,05 m2 2000 K&/m? = 496 100 Ke. Naklady na vyrobeni 10 valcd budou 496 100 Ke . 10 =
4961000 Ke.

Oproti manazerovi Béznému tedy manazer Chytry usetfil na uvedené zakézce 6 518 600 Ké - 4 961000 Ké =
1557 600 K¢ a tato Uspora jde na vrub znalosti derivaci a matematiky <. Manazer Chytry si tedy koupi na konci
zakéazky oproti manazerovi Béznému jesté novy Mercedes a pojede s rodinou na luxusni dovolenou k mofi <.
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Pfibéh 3: Optimalizace trasy nakladnich automobild aneb jak usetfit pohonné hmoty

Manazerova firma vlastni v bodé P =

10 |/100 km. Stavba je umisténa v bodé S =
atd) se maji automobily napojit na silnici, aby spotfeba pohonnych hmot byla minimalni?

Pefod

’

16100 &m

[T

[0; 2 km)] dle obrazku piskovnu, mezi ni a silnici je louka, po které jezdi na-
kladni auta firmy se spotfebou 16 /100 km. Osou x vede silnice, po které nakladni auta s piskem jezdi se spotfebou
[5 km; O]. Ve kterém bodé X na silnici (napfiklad za velkym stromem

Manazer Bézny: Nevi, Zze derivace se daji pouzit k minimalizaci délky
trasy, takZe nechéva jezdit fidice aut naprosto dle vlastniho uvézeni
a netusi, ze kazdy den pfichazi o slusnou sumu penéz, kterou zaplati za

naftu navic.

Manazer Chytry: S pouzitim derivace si spocita presny bod X, ve kte-
rém je nejlepsi se napojit z pole na silnici. Viem fidi¢dm prikaze napojit
se na silnici napfiklad u velkého kfivého stromu, ktery je pravé na vy-
pocitaném nejlepsim kilometru x. Kazdy den potom oproti manazerovi
Bé&znému usetfi Castku v fadu nékolika stovek az tisic korun za naftu. Jak si vysledek spocital?

Vyjadfime si pomoci vzorce pro vzdalenost dvou bodd potfebnou funkci spotieby.
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d=16-\/(x —0)2+ (y —2)2 +10./(5 —x)%2 + (0 — y)?

protoZe bod X = [x,y] leZi na ose x, mlZeme dosaditzay =0

d=16-/(x —0)2+ (0 —2)% +10.,/(5 —x)% + (0 — 0)2

d=16-vx?+4 +10. (5 —x)

d=16-x>+4 + 50— 10x \-.\ 7
4 =16 — 2 + 0-10=0 _ % ¥
2-VxZ+4 W o
4= 16.x —10=0 4 ¢
VxZ +4
16x =10-+/x%2+4 1,601

256. x%2 = 100. (x? + 4)
256. x2 = 100.x2 + 400
156. x2 = 400

x = 1,601

Podle monotonie vidime, Ze funkce je klesajici na intervalu {0;1,601) a rostouci na intervalu (1,601;00). V bodé
1,601 je tedy lokalni minimum a spotfeba pohonnych hmot tedy bude v tomto bodé minimalni.
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INTEGRALY
Pfibéh 4: Vypocet plochy nepravidelného pozemku pomoci uréitého integralu

Manazerova firma dostala nabidku k odkoupeni rozsahlého pozemku, ktery by podle informaci realitni spolec-
nosti mél mit rozlohu 10 000 m? a cena je 4000 K&/m?, tedy celkem 40 mil K& Pozemek se manazerovi velmi
ibi, ale plocha se mu zdé ponékud mensi nez udavanych 10 000 m? Pozemek mé nepravidelny tvar, takze jeho
plocha nejde spotitat béznymi vzorci pro plochu ¢tverce, obdélniky, kruhu, lichobézniku atd, které zna ze ZS nebo
jsou v tabulkéch.

Ay @ Manazer Bézny: Vzhledem k tomu, Ze plocha pozemku nema zadny ze zna-

' ‘@' . mych tvarg, které by si umél manazer Bézny vypoctem ovéfit, rozhodne se
[— ‘ ’ " pozemek presto koupit a zaplati realitni spole¢nosti pozadovanych 40 mil K¢.
e fixrManazer Chytry: Po konzultaci se svym znamym matematikem zjisti, Ze pole

ma tvar obrazce shora omezeného priblizné funkci f(x) = x* na intervalu
{(a,b) = (0,30) a pomoci urcitého integralu si spo¢ita plochu pozemku o ve-
3 likosti pouze 9 000 m2,

03

J 302 g [P0 300 0 2
{ ?,_P—fo x dx—[3]0— = — T =9000m

,Chybgjicich“ 1000 m2 4000 K&/m? = 4 mil K& samoziejmé u realitni spolecnosti reklamuje a pozemek kupuje
0 4 mil K¢ levngji nez manazer Bézny, tedy pouze za 36 mil K&.

- — | MEETIS
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SOUSTAVY ROVNIC

Pfibéh 5: Vypocet jednotkové ceny sazenic stromku na zakladé celkovych cen ndkupd

Manazer zjistil podle U¢etnich dokladg, ze jeho firma pied 3 lety udélala opakovany nékup sazenic stromkd dle
néasledujici struktury:

Prvni den koupili 2 smrky, 4 borovice a 6 jedli a zaplatili 620 K¢.

Druhy den koupili 3 smrky, 2 borovice a 5 jedli a zaplatili 490 K¢.

Treti den koupili 4 smrky, 6 borovic a 4 jedle a zaplatili 660 K¢.

Historické ceny dodavatele jiz nejsou dohledatelné. Z ddvodu posouzeni vyvoje ceny béhem let potiebuje mana-
Zer zjistit, kolik stala pfed 3 lety jedna sazenice smrku, borovice a jedle.

Manazer Bézny: Zjisti, Ze jednotkové ceny sazenic staré 3 roky jiz nejsou k dohledani na internetu a smifi se s tim.

Manazer Chytry: Cenu sazenice smrku oznadi x, cenu sazenice borovice oznaciy a cenu sazenice jedle oznadi z.
Na zakladé informaci o 3 rdznych ndkupech sestavi soustavu 3 rovnic o 3 nezndmych a tu vyfesi pomoci Gaussovy
eliminace, nebo za pér vtefin pomoci aplikace v telefonu.

2x + 4y + 62 = 620

3x + 2y +5z=490
4x + 6y + 4z = 660

2 4 6]620 1 2 3310 1 2 31 310
<3 2 5 490) ~ (3 2 5 490) ~ (0 -4 -4 —440)
4 6 41660 2 3 21330 0 -1 —41-290
1 2 3] 310 1 2 3| 310 1Ix 2y 3z ] 310
~ (O 1 1] 110 ) ~ (0 1 1| 110 ) ~ ( 0 1y 1z | 110 >
0 -1 —41-290 0 0 —-31-180 0 0 -3zI-180

—3z= —180;z = 60
1y +1.60 = 110;y = 50
1y + 2.50 + 3.60 = 310;x = 30

Vysledné jednotkové ceny sazenic jsou: 1sazenice smrku = 30 K¢, 1 sazenice borovice =50 K¢, 1 sazenice jedle = 60 K&.

Borovice Jedle
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